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1 はじめに

Hopf fibration[1, 2]は以下のように球面間において定義される写像 hである：

h : S3 → S2 : (a, b, c, d) 7→ (a2 + b2－ c2－ d2, 2(ad+ bc), 2(bd－ ac)). (1)

この写像を用いることにより，S3 は底空間を S2，ファイバーを S1 とするファイバー束と見ることが

できる：

S1 ↪→ S3 h−−→S2. (2)

Hopf fibration は，数学や物理でしばしば現れる．物理への応用としては例えば，水素原子の

Schrödinger 方程式を四次元等方調和振動子の Schrödinger 方程式に変換する Kustaanheimo-Stiefel

変換 [3]，Bloch球 [4]を用いた二準位系の量子状態の理解，といったもので用いられる．

異なる次元の球面間においても Hopf fibrationと同様の写像が存在するが，以下のものに限られるこ

とが知られている [1]：

S0 ↪→ S1 → S1, (3)

S1 ↪→ S3 → S2, (4)

S3 ↪→ S7 → S4, (5)

S7 ↪→ S15 → S8. (6)

本ノートで話題とするのは Hopf fibrationの高次元版の一つである，

S3 ↪→ S7 → S4 (7)

についてである．この高次元版 Hopf fibrationの物理的な応用例としては，5次元水素原子の問題を 8

次元等方調和振動子の問題に結びつける手法やそれらの拡張モデルに関する手法 [5]，2つの二準位系に

おけるエンタングルメントの理解 [6]，などがある．

なお，今回のノートの話題とは直接は関係ないが，Hopf fibrationとは異なる S4 上 S3 ファイバー束

として，最初に発見された*1エキゾチック球面がある [7]．

本ノートでは高次元 Hopf fibrationS3 ↪→ S7 → S4 を Clifford 代数 Cl4,0 を用いて構成する．その

ための道具立てとして，四元数体やその上の行列代数，Clifford代数，コンパクトシンプレクティック

Lie群，といったものについても簡単に説明する．

2 四元数体とその上の行列代数

2.1 四元数体 H

四元数体

H := {a0 + a1i+ a2j + a3k|a0, a1, a2, a3 ∈ R} (8)

*1 Milnorが発見したとのことである．
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は 1, i, j, k を基底とする，R 上代数である．ただし，1 は単位元であり，任意の a ∈ H に対して，
1a = a1 = aを満たし，また，i, j, k ∈ Hは四元数体の虚数単位であり，

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

のような積の関係式を満たす．四元数体 Hは R上代数としては 4次元である．

任意の四元数 aa0 + a1i+ a2j + a3k に対して，共役元

a∗ := a0 − a1i− a2j − a3k (9)

やノルム

|a| :=
√
aa∗ =

√
a20 + a21 + a22 + a23 (10)

が定義される．

四元数体は非可換体であり，a ̸= 0を満たす aに対してその逆数 a−1 が一意に存在し，

aa−1 = a−1a = 1 (11)

を満たす．逆数は共役とノルムを用いて

a−1 = a∗/|a|2 (12)

と書くことができる．

2.2 四元数体上 Hの行列代数 H(n)

四元数体の元を成分とする n× n行列がなす行列代数を H(n)と呼ぶ．四元数体上行列代数 H(n)は

R上代数としては 4n2 次元である*2．

H(n)では双対演算 †というものが存在し，任意のM ∈ H(n)に対して，

(M†)ij = (Mji)
∗, ∀1 ≤ i, j ≤ n (13)

となるように定義される．この双対演算 †を用いて（反）自己双対行列と言うものが定義される．すな
わち，

M −M† = 0 (14)

を満たすM ∈ H(n)は自己双対行列，

M +M† = 0 (15)

を満たすM ∈ H(n)は反自己双対行列と呼ばれる*3．

*2 R上代数同型として，H ≃ H(1)である．
*3 （反）自己双対行列は R(n)における実（反）対称行列や C(n)における（反）エルミート行列に対応する．
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3 Clifford代数

3.1 Clifford代数 Clp,q

内積空間 Rp,q とは，

⟨ei, ej⟩p,q = gij =

 0 i ̸= j
1 1 ≤ i = j ≤ p
−1 p+ 1 ≤ i = j ≤ p+ q

(16)

のように基底間の内積が定義されているベクトル空間である．

内積空間 Rp,q に付随して，実 Clifford代数 Clp,q というものが以下のように定義される [8]：ベクト

ル空間としての基底が

ei1ei2 · · · eik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, k = 1 · · ·n (17)

，および

e0 := 1 (18)

であり，

eiej + ejei = −2⟨ei, ej⟩p,q (19)

を満たす結合的な積を持つ，R上結合的代数を内積空間 Rp,q に付随する実 Clifford代数 Clp,q と呼ぶ．

後の議論では実 Clifford代数のことは Clifford代数と呼び，特に「実」をつけない．

Clifford代数 Clp,q の基底にはグレードという概念があり，17における k を基底のグレードと呼ぶ．

R上代数としては，2p+q 次元である．

四元数体 Hは Clifford代数 Cl2,0 と R上代数同型である：

H ≃ Cl2,0. (20)

3.2 今回の主役である Clifford代数 Cl4,0

四元数体上行列代数 H(2)上の元を

e0 =

(
1 0
0 1

)
, e1 =

(
0 −i
−i 0

)
, e2 =

(
0 −j
−j 0

)
, e3 =

(
0 −k
−k 0

)
, e4 =

(
0 −1
1 0

)
(21)

とすると，e0 は H(2)上の単位元であり，

eiej + ejei = −2δi,j , (1 ≤ i, j ≤ 4) (22)
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が成立する．さらに，

e2e3 =

(
i 0
0 i

)
, e3e1 =

(
j 0
0 j

)
, e1e2 =

(
k 0
0 k

)
,

e4e1 =

(
i 0
0 −i

)
, e4e2 =

(
j 0
0 −j

)
, e4e3 =

(
k 0
0 −k

)
,

e4e2e3 =

(
0 −i
i 0

)
, e4e3e1 =

(
0 −j
j 0

)
, e4e1e2 =

(
0 −k
k 0

)
, e1e2e3 =

(
0 1
1 0

)
,

e1e2e3e4 =

(
1 0
0 −1

)
(23)

より，e0 と ei1ei2 · · · eik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, k = 1, 2, 3, 4の形の元が，H(2)のベクトル空間とし

ての基底となっていることがわかる．したがって，R上代数同型が成立する：

Cl4,0 ≃ H(2). (24)

ここで，Cl4,0 ≃ H(2) は R上代数としては，16次元である．

4 コンパクトシンプレクティック Lie群

4.1 コンパクトシンプレクティック Lie群 Sp(n)

次数 nの四元数ユニタリ行列とはM ∈ H(n)であって，M†M = 1を満たす行列である．これらの

集合体

U(n,H) := {M ∈ H(n)|M†M = 1} (25)

は行列の積に関して群をなし，四元数ユニタリ群，あるいはコンパクトシンプレクティック Lie群，あ

るいはユニタリシンプレクティック Lie群と呼ばれる [9]．なぜシンプレクティックという言葉が出て

くるのかについては，シンプレクティック行列がなす実 Lie群 Sp(n,R)の Lie代数の実コンパクト形

式 Lie代数から構成される実コンパクト化 Lie群 Sp(n)が U(n,H)と Lie群として同型になるからで

ある：

Sp(n) ≃ U(n,H). (26)

以下では，Sp(n)の表記の方を使用する．

4.2 Sp(n)と H(n)の関係

反自己双対行列 A,B に対して，

[A,B]† = (AB)† − (BA)† = B†A† −A†B† = [B†, A†] = −[A,B] (27)

より [A,B]は反自己双対行列となる．したがって，H(n)の反自己双対成分 {M ∈ H(n)|M† +M = 0}
は Lie代数を成す．
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実はここでは示さないが，この Lie代数の指数写像によって Lie群 Sp(n)を得られる：

Sp(n) = {exp(M)|M ∈ H(n), M† +M = 0}. (28)

すなわち，H(n)の反自己双対成分が成す Lie代数は sp(n)と同型である．

4.3 Cl4,0 から構成される sp(2), Sp(2)

前節の議論により，Cl4,0 ≃ H(2)の反自己双対成分は Lie代数 sp(2)を構成することがわかる．すな

わち，Cl4,0 ≃ H(2) の基底の中で反自己双対となる，グレード 1の基底

e1 =

(
0 −i
−i 0

)
, e2 =

(
0 −j
−j 0

)
, e3 =

(
0 −k
−k 0

)
, e4 =

(
0 −1
1 0

)
(29)

，グレード 2の基底

e2e3 =

(
i 0
0 i

)
, e3e1 =

(
j 0
0 j

)
, e1e2 =

(
k 0
0 k

)
, (30)

e4e1 =

(
i 0
0 −i

)
, e4e2 =

(
j 0
0 −j

)
, e4e3 =

(
k 0
0 −k

)
(31)

は Lie代数の基底をなし，この Lie代数は sp(2)と同型である．

5 Sp(2)を用いた S7 の構築

a, b ∈ Hに対して

u(a, b) :=

{
1 |a||b| ̸= 0
aba−1b−1 |a||b| = 0

(32)

を定義すると，Sp(2)の要素は，h, a, b ∈ H, |h| = |a|2 + |b|2 = 1を用いて，(
h 0
0 1

)(
a −u(a, b)b
b∗ a∗

)
(33)

で一意に表される．ここで，

H :=

{(
h 0
0 1

) ∣∣∣∣∣|h| = 1, h ∈ H

}
(34)

は群をなし，群としては Sp(1) ≃ SU(2)と同型である．また，Sp(2)を H ≃ Sp(1)で割った商空間

Sp(2)/Sp(1)

{(
a −u(a, b)b
b∗ a∗

) ∣∣∣∣∣|a|2 + |b|2 = 1, a, b ∈ H

}
(35)

は多様体としては S7 と微分同相である．すなわち，微分同相として，

Sp(2)/Sp(1) ≃ S7 (36)

となる．
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6 Sp(2)の S4 への作用

Cl4,0 ≃ H(2)の中で traceが 0となる自己双対な基底はグレード 3の基底

e4e2e3 =

(
0 −i
i 0

)
, e4e3e1 =

(
0 −j
j 0

)
, e4e1e2 =

(
0 −k
k 0

)
, e1e2e3 =

(
0 1
1 0

)
(37)

とグレード 4の基底

e1e2e3e4 =

(
1 0
0 −1

)
(38)

である．

すなわち，Cl4,0 ≃ H(2)の中で traceが 0となる自己双対成分の部分空間

Z := {M ∈ H(2)|Tr(M) = 0}

の基底として

f1 := −e4e2e3 =

(
0 i
−i 0

)
, f2 := −e4e3e1 =

(
0 j
−j 0

)
, f3 := e4e1e2 =

(
0 k
−k 0

)
(39)

f4 := e1e2e3 =

(
0 1
1 0

)
, f5 := −e1e2e3e4 =

(
−1 0
0 1

)
(40)

をとることができる．

ここで，g, x ∈ H(2)に対して，

ϕg(x) := g†xg (41)

で定義すると，

Tr(ϕg(x)) = Tr(x) (42)

であり ϕg は traceを保存する．また，x† = xのとき，(ϕg(x))
† = (g†xg)† = g†x†g = g†xg = ϕg(x)

となり，自己双対性は ϕg で保存される．したがって，任意の g ∈ H(2)に対して ϕg は Z → Z の線形

写像となる．

さらに，x =
∑5

i=1 xifi ∈ Z に対して，ノルムを

|x| :=

√√√√ 5∑
i=1

x2
i (43)

のように定義すると，

x2 =

5∑
i,j=1

xixjfifj =

5∑
i=1

x2
i e0 = |x|2e0 (44)
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となる．ただし，e0 =

(
1 0

0 1

)
としている．従って，任意の g ∈ H(2), x =

∑5
i=1 xifi ∈ Z に対して，

|ϕg(x)|2e0 = (ϕg(x))
2
= g†xgg†xg = g†x2g = |x|2e0 (45)

となり，ϕg がノルムを保存することがわかる．すなわち，ϕg は五次元空間 Z ≃ R5 の回転作用素とみ

なすことができる．

ϕg はノルムを保存することから，S4 ≃ {x ∈ Z||x| = 1}上の作用素と見なすことができる．因みに、
g, h ∈ H(2), x ∈ Z に対して，

ϕg(ϕh(x)) = ϕhg(x)

となることから，ϕg は群の作用として右作用と見做される．さらに後で示されるように，

{ϕg(f5)|g ∈ Z} = {x ∈ Z||x| = 1} ≃ S4 (46)

であることから，この群の作用は推移的である．

7 高次 Hopf fibration S3 ↪→ S7 → S4

次の写像

Ψ :

{(
a −u(a, b)b
b∗ a∗

)
∈ Sp(2)

∣∣∣∣∣a, b ∈ H, |a|2 + |b|2 = 1

}
(≃ S7) → {x ∈ Z||x| = 1}(≃ S4) : g 7→ ϕg(f5)

(47)

を考える．

すると，a, b ∈ H, |a|2 + |b|2 = 1, g =

(
a −u(a, b)b

b∗ a∗

)
に対して，

ϕg(f5) =

(
a∗ b

[−u(a, b)b]∗ a

)(
−1 0
0 1

)(
a −u(a, b)b
b∗ a∗

)
=

(
−(|a|2 − |b|2) 2ba∗

2ab∗ |a|2 − |b|2
)

= 2
3∑

i=1

[
(⃗a× b⃗)i + a0bi − b0ai

]
fi + 2(a0b0 + a⃗ · b⃗)f4 + (|a|2 − |b|2)f5 (48)

となる．ただし，

a = a0 + a1i+ a2j + a3k, b = b0 + b1i+ b2j + b3k, a⃗ =
(
a1 a2 a3

)T
, b⃗ =

(
b1 b2 b3

)T
である．
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7.1 Ψが全射であること

まず，a0 = b0 = 0を課す．

ϕg(f5) = 2
3∑

i=1

[
(⃗a× b⃗)i

]
fi + 2a⃗ · b⃗f4 + (|⃗a|2 − |⃗b|2)f5 (49)

となる．

|⃗a|2 + |⃗b|2 = 1であることから，0 ≤ θ0 ≤ π として，|⃗a| = cos(θ/02), |⃗b| = sin(θ0/2) とおくことが

でき，

|⃗a|2 − |⃗b|2 = cos θ0 (50)

θ0 = 0すなわち b⃗ = 0のとき，
ϕg(f5) = f5

θ0 = π すなわち a⃗ = 0のとき，
ϕg(f5) = −f5

0 < θ0 < π すなわち |⃗a||⃗b| ̸= 0のとき，0 ≤ θ1 ≤ π として a⃗·⃗b
|⃗a||⃗b|

= cos θ1 とおくことができ，

2a⃗ · b⃗ = sin θ0 cos θ1 (51)

さらに θ1 = 0のとき，
ϕg(f5) = sin θ0f4 + cos θ0f5

さらに θ1 = π のとき，
ϕg(f5) = − sin θ0f4 + cos θ0f5

0 < θ1 < π すなわち a⃗× b⃗ ̸= 0のとき，

2a⃗× b⃗ = sin θ0 sin θ1
a⃗× b⃗

|⃗a× b⃗|
(52)

であり，0 ≤ θ2 ≤ π, 0 ≤ θ3 ≤ 2π として
[

a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
3
= cos θ2,

[
a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
2
= sin θ2 cos θ1,

[
a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
1
=

sin θ2 sin θ1 とおくことができ，

ϕg(f5) = sin θ0 sin θ1 sin θ2 sin θ1f1 + sin θ0 sin θ1 sin θ2 cos θ1f2 + sin θ0 sin θ1 cos θ2f3

+ sin θ0 cos θ1f4 + cos θ0f5 (53)

となる．これは S4 の球極座標表示に他ならない．逆に，0 ≤ θ0 ≤ π, 0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π, 0 ≤
θ3 ≤ 2π として，

[
a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
3
= cos θ2,

[
a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
2
= sin θ2 cos θ1,

[
a⃗×b⃗

|⃗a×b⃗|

]
1
= sin θ2 sin θ1

a⃗·⃗b
|⃗a||⃗b|

= cos θ1

|⃗a| = cos(θ/02), |⃗b| = sin(θ0/2) を満たす a⃗, b⃗ を構成できる．（ただし 0/0 が出る式が生じた場合その

式は条件式から除外される）

以上より，ImΨ = S4 が示され，Ψは全射である．
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7.2 ファイブレーション S3 ↪→ S7 → S4 の構成

また，g =

(
a∗ b

[−u(a, b)b]∗ a

)
, g′ =

(
a′∗ b′

[−u(a′, b′)b′]∗ a′

)
であるときに，ϕg(f5) = ϕg′(f5)となる

必要十分条件を求める．

必要条件は，|a|2 − |b|2 = |a′|2 − |b′|2, ba∗ = b′a′∗ であり，|a| ̸= 0のときは，|a| = |a′|, |b| = |b′| =√
1− |a|2, b′ = ba∗a′/|a|2 が必要十分条件，|a| ̸= 1のときは，|a| = |a′|, |b| = |b′| =

√
1− |a|2, a′ =

ab∗b′/|b|2 が必要十分条件であることからわかる．
このことから，|a| ̸= 0 のときは，ϕg(f5) = ϕg′(f5) となるような a′ の選び方は |a′| = |a| となる
四元数の自由度があり（{a′ ∈ H||a′| = |a|} =≃ S3），b′ は a, b, a′ から自動的に決定される．|a| ̸= 1

のときは，ϕg(f5) = ϕg′(f5) となるような b′ の選び方は |b′| = |b| となる四元数の自由度があり
（{b′ ∈ H||b′| = |b|} =≃ S3），a′ は a, b, b′ から自動的に決定される．すなわち，{x ∈ Z||x| = 1}(≃ S4)

の各点の逆像（ファイバー）は，S3 と同相である．

したがって，Ψの逆像を通じて，S7 は底空間を S4，ファイバーを S3 とするファイバー束とみなす

ことができ，ファイブレーション S3 ↪→ S7 → S4 が構成された．
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